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1 Einleitung

Die Parallelprojektion gehért zu den Abbildungen von Punktmengen des Anschauungs-
raumes in eine seiner Ebenen [1]. Eine charakteristische Eigenschaft der Parallelprojektion
ist, dass die Projektionsstrahlen parallel zueinander verlaufen. Verlaufen die Projektionss-
trahlen zusétzlich parallel zu der Projektionsebene, handelt es sich dann um eine Orthogo-
nalprojektion [4]. Die Parallelprojektion kann auch als eine Variante der Zentralprojektion
angesehen werden, bei der das Projektionszentrum unendlich weit weg liegt [2].

Die Projektion eines Punktes im dreidimensionalen Raum, ist also dadurch bestimmt, dass
der Projektionsstrahl in eine bestimmte Richtung auf die Ebene zugeht und dort ,eintrifft®.
Bei der Projektionsebene handelt es sich dann meist um die zy-Ebene wobei z # 0 ist. An
dieser Stelle kann man sich leicht iiberlegen, dass es sich bei dieser Art Projektion, nicht
um eine lineare Abbildung handeln kann. Der Nullpunkt im dreidimensionalen Raum,
wiirde ebenso wie jeder andere Punkt, auf die zy-Ebene projiziert und damit verschoben
werden. Letzteres verletzt ein Kriterium, die eine lineare Abbildung erfiillen muss.

Damit der Bildpunkt P’ eines Punktes P mittels einer Matrix berechnet werden kann,
miissen homogene Koordinaten verwendet werden.

In dieser Semesterarbeit werden die theoretischen Grundlagen behandelt, mittels derer
wir Schrittweise das Problem der Parallelprojektion im dreidimensionalen Raum l6sen
konnen. Das Problem wird zunichst im R? beschrieben um dann im R? zu iibergehen. In
jedem Fall sind die homogenen Koordinaten anzuwenden und damit Teil der behandelten
theoretischen Grundlagen.

Im letzten Kapitel wird der Python-Code, zur visuellen Darstellung der Parallelprojektion
im R3, vorgestellt.

Diese Semesterarbeit, der Python-Code und weitere Ressourcen, stehen online unter der
nachfolgenden Adresse zur Verfligung.

https://linalg.arberosmani.ch


https://linalg.arberosmani.ch

2 Mathematische Grundlagen

2.1 Homogene Koordinaten

In Anwendungen der Computergrafik kommt es oft vor, dass ein Objekt bewegt werden
soll. Beispielhaft kann an ein Flugzeug gedacht werden, dass sich entlang einer Fluglinie
bewegt. Die Bewegung entspricht einer Folge von Bildern, bei denen die Punkte im Bild n
auf die Punkte im Bild n + 1 abgebildet werden. Die Folge der Abbildungen macht dann
die ganzheitliche Bewegung, geméss der beispielhaften Anschauung, aus.

Solche Abbildungen, genannt Translationen, stellen jedoch keine linearen Abbildungen dar,
da sie den Nullpunkt bewegen. Die Translation verschiebt zwar den Nullpunkt, die Ab-
stinde zwischen den Punkten bleiben aber gleich. Solche isometrischen Abbildungen®, die
Absténde zwischen Punkten nicht &ndern, kénnen immer als Komposition einer Trans-
lation und einer linearen Abbildung dargestellt werden [4]. Ein anderes Beispiel einer
nicht-linearen Abbildung, die als eine solche Komposition dargestellt werden kann, ist
die Drehung um den Winkel a eines Objektes um einen Punkt p, der verschieden vom
Ursprung ist. Die Berechnung der Bildpunkte besteht aus drei Operationen. Zuerst wer-
den die Punkte um den Vektor —p verschoben, sodass der Drehpunkt im Ursprung landet.
Danach kann die Drehmatrix R, angewendet werden. Als letzter Schritt muss die Verschie-
bung wieder riickgéngig gemacht werden, indem die Punkte um den Vektor p verschoben
werden. Die drei Operationen kénnen in einer Funktion f verkniipft werden (2.1).

f=moRyo0T, (2.1)

Der Nachteil dieser Methode gegeniiber einer Matrix, wie sie fiir lineare Abbildungen zur
Verfiigung steht, ist der erhohte Rechenaufwand [4]. Es miissen nédmlich alle drei Opera-
tionen einzeln auf einen Punkt angewendet werden. Nehmen wir ein Beispiel aus dem R?
fir P = (z,y) der um den Drehpunkt P, = (a,b) um den Winkel o gedreht werden soll.
Der Bildpunkt P’ berechnete sich dann wie folgt:

, [a cosa —sina)\ (r—a
P= (b) + <sina cosa) (y—b) (2.2)

! Abstandserhaltenden und lingentreue Abbildungen.
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Die Idee der homogenen Koordinaten ist, die Betrachtung des Problems aus einer héheren
Dimension heraus, wodurch die Abbildung dann einer linearen Abbildung entspricht. Eine
Translation im R? entspricht dann im R3 einer Scherung [4]. Bei der Scherung handelt es
sich um eine lineare Abbildung. Um so eine Matrix fiir die Berechnung aus (2.2) anzuge-
ben, muss der Punkt p und die Matrix R, in homogene Koordinaten angegeben werden.
Dadurch kénnten fiir die Translationen 7, und 7_, ebenfalls Matrizen angegeben werden.
Die Berechnung der Matrix entspricht dann der aus (2.3).

1 0 a cosa —sina 0 1 0 —a
M=10 1 b sinae cosa O 01 —-b
0 0 1

0 o 1/\o o0 1
(2.3)
x z
pP=M-p=M-|y|=|V
1 1

Die z Koordinate von p’ kénnen wir dann einfach weglassen?.

Eine weitere Eigenschaft, die aus der Berechnung mit Hinzunahme homogener Koordinaten
folgt, ist, dass ein Punkt durch unendlich viele homogene Koordinaten angegeben werden
kann [3].

2.2 Parallelprojektion

2.2.1 Parallelprojektion im 2D-Raum

Wir ndhern uns dem eigentlichen Problem, der Parallelprojektion im 3D-Raum, mit einer
dhnlichen Projektion im 2D-Raum. Wenn es im 2D verstanden ist, ist der Ubergang im
3D ein Leichtes.

Punkte sollen auf eine zur z-Achse parallellaufende Linie projiziert werden. Diese Pro-
jektionslinie ist durch ihre Hohe h definiert. Die Punkte in der Ebene werden dabei in
eine bestimmten Richtung auf die Projektionslinie projiziert. Die Richtung ist durch den
Richtungsvektor @ definiert. Diese Problemstellung ist sehr dhnlich der vorgegebenen?®.

Das Problem kann auf das Finden des Schnittpunktes zweier Geraden reduziert werden.

2Es wiare auch moglich gewesen, die Matrix M so zu generieren, dass bei der Berechnung M - §, die z
Koordinate automatisch rausfliegen wiirde.

3Teil 1 der Semesterarbeit: Parallelprojektionen https://moodle.ffhs.ch/mod/assign/view.php?id=
3891999


https://moodle.ffhs.ch/mod/assign/view.php?id=3891999
https://moodle.ffhs.ch/mod/assign/view.php?id=3891999

KAPITEL 2. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Die erste Gerade Gy, ist gegeben durch die Héhe h der zur z-Achse parallellaufenden
Projektionslinie. Gy, ist in (2.4) in der Normalenform definiert.

Gh:<ﬁ,f—o'ﬁ>:<<(1)> , (”;)—(2)):0 (2.4)

Die zweite Gerade Gy, ist durch den zu projizierenden Punkt p und dem Richtungsvektor
U bestimmt. G, ist in (2.5) in der Punkt-Richtungs-Form definiert.

Gp: P+ AT (2.5)

Die Losung besteht darin, die Geradengleichungen in Abhéngigkeit einer Gegebenen Hoéhe
h und eines gegebenen Richtungsvektor ¢, zu l6sen. Aus Abschnitt 2.1 wissen wir, dass es
moglich ist, die Parallelprojektion in R? in der héheren Dimension in R? als eine lineare
Abbildung anzugeben und damit auch eine Abbildungsmatrix zu finden.

Abbildung 2.1 veranschaulicht die Parallelprojektion in der Ebene. Die Punkte p; und po
werden auf der Projektionslinie projiziert. Der Richtungsvektor ¢ ist als Pfeil dargestellt
und der Projektionsstrahl als gestrichelte Gerade. Die Bildpunkte p} und p liegen exakt
auf der Projektionslinie und entsprechen dem Schnittpunkten zwischen den Geraden G

und G, bzw. Gp,.

y A
Q@P1
%
P2
%
Y oA Py oA
A\ A L
-
X

Abbildung 2.1: Parallelprojektion im 2D-Raum
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Nachfolgend wird die Projektionsmatrix hergeleitet. Dafiir 16sen wir nach A auf.

¥ = (i, f+ A7 — OP)
= (1, p) + X1, V) — TLO?

(7, 0P) — (7,5) _ (7,0P — p)

(1, V) )

A=

Der Bildpunkt p’ kann jetzt in homogenen Koordinaten wie wie folgt angegeben werden:

(z;).w@@<5§>>.w,
()

= (pzv2 + vih — pyv1 , Pyv2 + v2h — pyva , v2)
= (pgv2 — pyv1 +v1h , v2h | v2)

Nach der Berechnung in homogenen Koordinaten, lasst sich erkennen, dass dafiir eine Ma-
trix angegeben werden kann. Die erste Komponente hingt von z, y und einer Konstante
ab. Die zweite und dritte Komponente hingen nur von konstanten Werten ab. Die Matrix
(2.6) ist die Abbildungsvorschrift fiir die Parallelprojektion im 2D-Raum. Bei Multiplika-
tion mit (2.7), erhielten wir sogar gleich den Punkt ohne homogene Koordinate.

V2 —U1 Ulh
M=[0 0 wh (2.6)
0 0 V2
1 —Ul/vQ Ulh/vg
1 —
M-—=[o 0 h ;s(é ”6/”2 “1};{”2> (2.7)
2o\ o 1
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2.2.2 Parallelprojektion im 3D-Raum

Die Herleitung der Abbildungsmatrix fiir den 3D Fall, ist &hnlich dem Vorgehen fiir den
2D Fall aus dem vorigen Kapitel. Der wesentliche Unterschied besteht darin, dass die
Projektion nicht auf einer Projektionslinie sondern auf einer Projektionsebene geschieht.
Die Aufgabenstellung beschrinkt sich dabei auf die zy-Ebene.

Das Problem kann auf das Finden des Schnittpunktes einer Ebene und einer Geraden
reduziert werden. Die Ebene ¢j,, verlauft parallel zur xy Ebene in der Héhe h, wobei h # 0
sein muss. €, ist in (2.8) in der Normalenform definiert.

0 T 0
(i, z—0oBy=(lo| ., [y|=[o])=0 (2.8)
1 z h

Die Gerade G, ist durch den zu projizierenden Punkt p und dem Richtungsvektor @' be-
stimmt. G), ist in (2.9) in der Punkt-Richtungs-Form definiert.

Dz U1
Gp: P+ A= |[py | +A [0 (2.9)
Pz U3

Erneut haben wir es mit einem Gleichungssystem zu tun, bei dem zunéchst nach A\ aufgelost
werden soll, indem G, fiir Z in ¢, eingesetzt wird.

P = (@, f+ AT — OP)
— (71, 7) + A7, &) — (7, 0P) = 0

(i, 0P) — (ii,p) _ (i,OP — )

A= (7, D) (7, 0)

Die Gleichung entspricht im allgemeinen exakt der aus R?. Wir fahren genau gleich fort
und geben den Bildpunkt p’ in homogene Koordinaten an.
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(7.7) - ¢! = ((,7) - po + (73,0P ) - 01 ,
(7, - py + (7, 0P — ) - va |
(7,7 - p + (71, 0P — ) -3, (71, ))
0 (%1 0 0 Dz
= < 0 , | V2 >pa:+< 0 ) 0] — py > v1,
1 V2 1 h Pz
0 U1 0 0 P
< 0 y | U2 > py+< 0 ) 0l — Py > vz,
1 U3 1 h Dz
0 U1 0 0 Dz
< 0 , | V2 >pZ+< 0 ’ 0] — Py > vs3 ,
1 V3 1 h Pz
0 U1
< 0 y | V2 >
1 (%]

= (pzv3 — p.v1 +v1h , pyv3 — p.v2 + v2h |, pov3 — p.vz 4 v3h , v3)
= (psv3 — pov1 +vih , pyv3 — Pv2 + v2h , v3h , v3)

Nun kann die Abbildungsmatrix angegeben werden, welche die geforderte Python Funktion
projektionsmatrix(richtung, h) ausmacht.

V3 0 —U1 Ulh
0 V3 —U2 vgh

Gh=10 0 0 wsh (2.10)
0 0 0 V3
[0 § T Y (10 —ufu b/
€Egp: — = =10 1 —wvy/vs wvoh/vus (2.11)
vy 0 0 0 h 0 0 0 b
0 0 0 1

Die Projektion P’ eines beliebigen Punktes P = (3,5, 2) bei vorgegebenem Richtungsvek-
tor ¥ = (24 — 4)T und vorgegebener Hohe h = 2 ist nun ganz einfach (2.12).

1 0 —2/(—4) 2-2/(-4)
P =101 —4/(-4) 4-2/(-4) |- 35217 =
0 0 0 2

(2.12)

N Ot W



3 Python-Code

Vorgestellt wird die Funktion projektionsmatrix(richtung, h) und Visualisierungen,
die die Parallelprojektionen in 3D zeigen.

3.1 Implementierungsidee

Fiir die Visualisierung wird die Python-Bibliothek matplotlib! eingesetzt werden. Fiir das
Rechnen mit Vektoren und Matrizen, sind die Klassen 1inalg.Vector und linalg.Matrix
implementiert. Beide Klassen unterstiitzen diverse Operationen fiir das Arbeiten mit Vek-
toren und Matrizen. Die Funktion projektionsmatrix, ist aufgrund der im Kapitel 2
behandelten mathematischen Grundlagen implementiert. Fiir die Visualisierung eines Stre-
ckenzuges, ist ein Wirfel gewdhlt worden. Die Berechnung der Kanten ist im Modul
linalg.plot.figures.cube gekapselt. Diverse weitere Hilfsfunktionen, die spezifisch fiir
die Semesterarbeit sind, sind im Modul sema.teill.pp3d untergebracht. Darunter auch
die Funktion plotParallelprojektion die es sehr einfach macht, Parallelprojektionen im
3D zu plotten.

Im Rahmen des Moduls LinAlg ist noch viel weiterer Programmcode entstanden. Be-
sonders auch um Visualisierungen im 2D zu erstellen (bspw. lineare Transformationen).
Beispielsweise die Klasse linalg.plot.CoordinateSystem ist speziell dafiir erstellt. Die
Abbildung 2.1 ist mithilfe dieser Klasse, im Modul sema.teill.pp2d erstellt worden. Auf
diese Komponenten wird jedoch nicht weiter eingegangen.

3.2 Programmcode

3.2.1 projektionsmatrix

Fiir die Berechnung der Bildpunkte ist die Funktion projektionsmatrix zustdndig. Diese
Funktion ist im Modul sema.teil.pp3d definiert. Die Funktion generiert abhidngig vom
Parameter richtung und h eine Matrix fiir die Parallelprojektion im 3D. Die generierte

"https://matplotlib.org
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Matrix ist eine (3 x 4)-Matrix. Ein Vektor der damit multipliziert wird, muss in homo-
genen Koordinaten angegeben sein. Das Resultat ist aber aber ein Vektor aus dem R3.
Damit ersparen wir uns, das Entfernen der letzten Komponente. Das funktioniert aber
nur deshalb, weil die Matrix so gestaltet ist, dass die Komponente in der letzten Zeile und
letzten Spalte, eine 1 ist 2. Demnach konnte die letzten Zeile weggelassen werden.

def projektionsmatrix(richtung, h):
vl, v2, v3 = richtung
return Matrix([1, 0, -v1 / v3, vl * h / v3],
[0, 1, -v2 / v3, v2 * h / v3],
[0, 0, 0, hl)

3.2.2 coordinateSystem3d

Diese Funktion erstellt ein 3D Plot. Die Grosse der Achsen kann mittels dem Parame-
ter range angegeben werden. Wobei der Parameter ein Array mit zwei Werten ist (Start—
und Endwert der Achsen). Die selbe Range wird fiir alle drei Achsen verwendet. Zusétzlich
kann mit dem Parameter axisOff gewéhlt werden, ob die Achsen tiberhaupt eingeblen-
det werden sollen (Standardméssig ist der Wert False gewéhlt). Die Funktion gibt eine
Subklasse von ~.axes.Axes, aus der matplotlib Bibliothek, zuriick.

3.2.3 plotParallelprojektion

Die Funktion sema.teill.pp3d.plotParallelprojektion fasst das meiste zusammen
und erlaubt es, sehr einfach einen Wiirfel auf eine Ebene zu projizieren. Dabei kann der
Richtungsvektor richtung und der Abstand h gewéhlt werden. Fiir die visuelle Darstel-
lung verwendet die Funktion dann die Hilfsfunktion drawXyPlane fiir die Zeichnung der zy
Ebene, drawCube fiir die Zeichnung des Wiirfels und drawLines bzw. drawLine zur Zeich-
nung der Wiirfelkanten und der Projektionslinien. Die Bildpunkte werden alle mithilfe
einer Matrix berechnet.

Um die Visualisierung moéglichst gut zur veranschaulichen, werden die Achsen ausgeblen-
det und der Betrachtungswinkel optimal eingestellt. Letzteres kann im matplotlib mittels
ax.view_init?3 eingestellt werden. Leider erlaubt die Funktion aber nur Drehungen um
zwei Achsen womit die gewiinschte Ansicht nicht ohne Weiteres eingestellt werden kann?.
Um das Problem zu umgehen, werden in den fiir die Zeichnung zustédndigen Funktionen

2Siehe dafiir (2.11).

3https://matplotlib.org/2.0.2/mpl_toolkits/mplot3d/api.html#mpl_toolkits.mplot3d.
axes3d.Axes3D.view_init

“https://stackoverflow.com/a/56457693/9816335
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drawLine, drawCube und drawXyPlane, die y und z Werte vertauscht. Die Berechnungen
bleiben unverandert, einzig die visuelle Darstellung ist so gewahlt, dass der Betrachtungs-
winkel fiir die Ansicht, optimal gewahlt werden kann.

Nachfolgend beispielhaft die Funktion drawXyPlane wo die Vertauschung zu erkennen ist.

def drawXyPlane(ax, range, h, color=’darkgray’, alpha=0.2, *xkwargs):
X, y, z = xyEbene(range, h)
ax.plot_surface(x, z, y, color=color, alpha=alpha, **kwargs)

3.2.4 main

In der main Funktion wird die Funktion plotParallelporjektion aufgerufen. Im Google-
Colab damit selber herumprobiert werden®.

3.3 Visualisierungen

Nachfolgen werden zwei 3D Visualisierungen vorgestellt. Die graue Flache stellt die zy
Projektionsfliche dar. Der Wiirfel mit den griinen Punkten befindet sich im R? und wird
auf die Projektionsfliche projiziert. Die gestrichelten Linien, laufend zu der Projektions-
fldche, sind die Projektionslinien. Die Projektion auf der Ebene stellt eine 2D Ansicht des
Wiirfels dar.

In Abbildung 3.1 ist der Richtungsvektor (1 2 3)”7 und die Hohe 20 gewihlt. In Abbil-
dung 3.2 sind zwei Ebenen, aber die selbe Projektion zu sehen. Einmal ist die Hohe 10
und einmal die Hohe 25 gewihlt. Der Richtungsvektor ist in beiden Fillen (4 2 5)7. Daran
ist gut zu erkennen, was mit der letzten Aussage aus Abschnitt 2.1 gemeint ist.

Eine animierte Version der Parallelprojektion findest du online.

https://linalg.arberosmani.ch/pp3d.gif

“https://colab.research.google.com/drive/1d0fhAthenCPuNzb8mWv9xIahp55-cQQh?usp=sharing
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Parameter: h = 20, richtung =[1, 2, 31"
Author: Arbér Osmani

Abbildung 3.1: Parallelprojektion eines Wiirfels im R? auf der zy-Ebene

13
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R
[ B ]

| o0
L=

Abbildung 3.2: Parallelprojektion eines Wiirfels im R? auf der xy-Ebenen in zwei unter-
schiedlichen Hohen
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4 Konklusion

4.1 Diskussion der Ergebnisse

Die Generierung einer Matrix mittels homogenen Koordinaten, macht die Berechnung
der Parallelprojektion sehr einfach. Es konnen auch beliebig viele Transformationen in
die selbe Matrix gepackt werden. Dafiir sind die Matrizen wie gewohnt, der gewiinschten
Reihenfolge entsprechend, miteinander zu multiplizieren.

Die Projektion im R? unterscheidet sich kaum von der im R3. Eine ,Parallelprojektion“
in héheren Dimensionen, mittels den erarbeiteten theoretischen Grundlagen, ist auch kein
Problem mehr. Die Visualisierung ist dann aber nicht mehr moglich.

Mit matplotlib koénnen Visualisierungen sehr einfach erstellt werden und unterstiitzen
das Versténdnis enorm. In der animierten Version der Darstellung! ist beispielsweise sehr
gut zu erkennen, dass der projizierte Wiirfen kein 3D Objekt mehr ist. Sobald die Ebene
exakt zum Auge gedreht ist, erkennt man, dass die Bildpunkte auf einer Ebene liegen.

'https://linalg.arberosmani.ch/pp3d.gif
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